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  الخلاصة 

و التي قج نذأت مؽ نسؾذج لجخيان مائع محرؾر بيؽ ججاريؽ معدوليؽ  حل معادلة الحخكة ىحا البحثتؼ في         
مشترف القشاة و بذكل دالة لمستغيخ  عمى طؾل السحؾر الحي يسخ في مع وجؾد تبايؽ في درجات الحخارة لكمييسا

ي لمقشاة باعتبار ان السائع يتجفق بالاتجاه العسؾدي بالإضافة الى وجؾد مجال مغشاطيدي عسؾدي عمى السحؾر الافق
السؾجب لمسحؾر الافقي حيث ان في مثل ىحه السدائل تتذكل مجسؾعة مؽ السعادلات التي تتحكؼ في مثل ىكحا 
نسؾذج و ىي نؾع مؽ السعادلات التفاضمية الجدئية الستجاخمة و التي تحتؾي عمى متغيخات معتسجة متعجدة و بعج حل 

و ىي احجى السعادلات السيسة التي تتحكؼ في مثل الشسؾذج أعلاه و حداب قيستيا التقخيبية باعتبارىا معادلة الظاقة 
معمؾمة و التي تؤثخ عمى حخكة جخيان السائع و تعؾيزيا في معادلة الحخكة حيث تتذكل معادلة ججيجة ىي ايزاً 

وىي احجى ( ADIات الستعاقبة الزسشية)معادلة تفاضمية جدئية خاضعة لذخوط السدألة باستخجام طخيقة الاتجاى
لغخض تحؾيل معادلة الحخكة بجلالة متغيخيؽ إلى  و التي استخجم فييا مفيؾم دالة الجخيانطخق الفخوقات السشتيية 

السرسسة لسعالجة السعادلات ذات  ADIطخيقة  تظبيقالختبة الخابعة و لأجل  مؽولكؽ  معادلة بجلالة متغيخ واحج
مؽ الختبة الخابعة الى الختبة  سعادلةال ض رتبةيخفوبحلػ تؼ ت (Vorticity)مفيؾم الجردورية  استخجام ؼت الختبة الثانية

 الريغة التي يسكؽ استخجام فييا الظخيقة السحكؾرةوأصبحت معادلة الحخكة بجلالة مفيؾم الجردورية و ىي  ، الثانية
غة القظع السكافئ و تؼ الحرؾل عمى الشتائج باستخجام قيؼ مختمفة معادلة تفاضمية جدئية مؽ صي حيث انيا اعلاه

 عمى حخكة تأثيخ واضحأن ىشاك  الشتائج عيختأو . لبعض البارامتخات مثل عجد ىارتسان ، عجد بخانتجل و عجد رالي
 الساء داخل القشاة.

Abstract 

       In this research, the equation of motion was solved, which appeared from a model of 

the flow of a fluid confined between two insulated walls, with a temperature variation for 

both of them along the axis that passes through the middle of the channel and as a 

function of the vertical variable, in addition to the presence of a magnetic field 

perpendicular to the horizontal axis of the channel, considering the fluid flows in the 

positive direction of the horizontal axis. In such problems, a set of equations is formed 

that controls such a model. It is a type of nested partial differential equation that contains 

multiple dependent variables. After solving the energy equation, it is one of the important 
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equations that control In a model like the one above, its approximate value is calculated 

as a piece of information that affects the fluid flow movement, and its compensation is in 

the equation of motion, where a new equation is formed, which is also a partial 

differential equation subject to the conditions of the problem, using the successive 

implicit directions (ADI) method, which is one of the finite difference methods that was 

used. It contains the concept of the flow function for the purpose of converting the 

equation of motion in terms of two variables into an equation in terms of one variable, 

but of the fourth order. In order to apply the ADI method designed to treat second-order 

equations, the concept of vorticity (ξ) was used, and thus the rank of the equation was 

reduced from the fourth order to the second order. The equation of motion in terms of the 

concept of circularity became the form in which the above-mentioned method can be 

used, as it is a partial differential equation of the parabolic form. The results were 

obtained using different values for some parameters, such as the Hartmann number, the 

Prandtl number, and the Raleigh number. The results showed that there was a clear effect 

on the movement of water within the channel. 

 . السقجمة1
تعتبخ الظخق العجدية مؽ اىؼ الظخق الخياضية في حل السدائل التظبيكية الشاتجة مؽ مدائل انتقال الحخارة        

ويية و في ىحا البحث تؼ الحرؾل عمى معادلات تفاضمية جدئية مع  الذخوط الحجودية و التي داخل القشؾات و الا
التقخيبية لحميا بعج استخجام مفيؾم دالة الجخيان   ADIتسثل معادلة مؽ نؾع القظع السكافئ حيث تؼ اختيار طخيقة 

 حيث تخفض (Vorticity)م دالة الجردورية حيث تتحؾل السعادلة الى معادلة مؽ الختبة الخابعة و تؼ بعج ذلػ استخجا
رتبة السعادلة الى الختبة الثانية و بالتالي يسكؽ حميا بالظخيقة السحكؾرة أعلاه و ىي طخيقة تعتبخ مؽ الظخق التقخيبية 

  الجيجة و قج استخجميا كثيخ مؽ الباحثيؽ لإيجاد الحمؾل التقخيبية لكثيخ مؽ السدائل التظبيكية .
تجفق مائع لدج غيخ قابل للانزغاط بيؽ لؾحيؽ متؾازييؽ، أحجىسا في حخكة  دراسة حؾل Bansalو Vermaقجم 

تأثيخ السجال  Hazarikaو Bhuyan. وناقر [1] مشتغسة والآخخ في حالة سكؾن مع شفط مشتغؼ في المؾحة الثابتة
السغشاطيدي عمى تجفق  تأثيخ السجال Taheri. درس [2]السغشاطيدي عمى تجفق الجم الشابض في قشاة مدامية 

  Rasmussenواستخجم [3] .تأثيخ رقؼ ىارتسان وريشؾلجز عمى طؾل التظؾر السغشاطيدي وقؾة لؾرنتد السؾائع وبيؽ
واخخون بجراسة  Mehta. قام [4] لحل مذكمة نقل الحخارة ثلاثية الأبعاد  3D-ADI-DGطخيقة عجدية واخخون 

عبخ وسط مدامي بيؽ الرفائح الستؾازية في وجؾد مجال مغشاطيدي مائل  تجفق السؾائع التحبحبية وانتقال الحخارة
التي تحكؼ تجفق السؾائع باستخجام طخيقة عجدية وتست  وتجفق حخاري إشعاعي ومرجر لمحخارة وتؼ حل معادلة الحخكة

 ADIدي بظخيقة الحل العج Almishlih. قجم [5] ملاحغة تأثيخ البارامتخات الفيديائية السختمفة عمى حخكة السائع
لسعادلات الحخكة والحخارة لسدألة تجفق السؾائع في القشاة الأفقي تحت تأثيخ السجال الإشعاعي وبيؽ تأثيخ الباراميتخات 

 ADIطخيقة العجدية   Jassimو Amen. ايزاً استخجم كل مؽ [6]مثل عجد بخانتجل، عجد شسيجت وعجد غخاتذؾف 
واخخون السعادلات التفاضمية الشاتجة مؽ  Ala'a. وعالج [7]يات القظبية لحل مدألة كيخومغشاطيدية في الاحجاث
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نسؾذج الخياضي لانتقال الحخارة بالحسل الحخاري والاشعاع الحخاري لسائع يشداب في قشاة افكية وتحت تأثيخ مجال 
ؼ حل معادلة الحخكة . و في الجراسة الحالية ت  [8]ةمغشاطيدي عسؾدي عمى مدتؾى القشاة باستخجام الظخيقة العجدي

باستخجام دالة الجخيان و التي تؤدي الى تقميل عجد الستغيخات السعتسجة لسعادلة الحخكة الا انيا تخفع درجتيا الى الختبة 
الخابعة،وباستخجام مفيؾم الجردورية يتؼ تخفيض رتبتيا الى الختبة الثانية و بالتالي يسكؽ حميا باستخجام الظخيقة العجدية 

ADI عج الحرؾل عمى الشتائج عيخ بأن ىشالػ تأثيخ لبعض الستغيخات السعخوفة مثل عجد بخانتجل و عجد . وب
 ىادتسان عمى اتجاه مشحشيات الحخكة داخل القشاة .

 

  التسثيل الهشجسي للسدألة.  2
عسؾدي عمى  يتكؾن الشسؾذج مؽ مقظع عخضي مؽ قشاة افكية وقج تؼ تدميط مجال كيخومغشاطيدي ثابت        

مدتؾي القشاة مع وجؾد مائع مؾصل لمكيخبائية داخل القشاة. فيتحؾل السائع الى مائع مسغشط، حيث نفخض إن درجة 
تسثل درجة  تسثل درجة الحخارة عشج الججار الافقي الدفمي و الحخارة عشج الججاريؽ الافقييؽ تكؾن مختمفة، حيث 

، ونفتخض ان مجالًا مغشاطيدياً عسؾدياً ثابتاً مدمط باتجاه   عشج الججار الافقي العمؾي و تكؾن  الحخارة
وكحلػ يتكؾن مجال كيخومغشاطيدي مزاد باتجاه محؾر  xحيث يتكؾن مائع مسغشط يجخي باتجاه محؾر  yالسحؾر 

z  كسا مبيؽ في الذكل التالي:يسكؽ اىسالو . حيث يكؾن مقجاره صغيخة ججا 
 

 

 

 

 

 

 

 

 عام لمشسؾذج الذكل )أ( مخظط

 فرضيات على المسالة: 2.1
بعج تحجيج الشسؾذج الخياضي قيج الجراسة، نزع بعض الذخوط الخئيدية التي ترف السدألة وصفاً دقيقاً       

 والذخوط ىي:

ائع تبقى ثابتة )بالشدبة لمشسؾذج قيج الجراسة(. خؾاص الس -٢السائع السؾجؾد داخل القشاة غيخ قابل للانزغاط.  -١
 لا يؾجج مرجر للإشعاع.  -٤مرجر حخاري داخل القشاة.  جلا يؾج -٣

 المسألة:المعادلات التي تحكم  2.2



  
 

124 
 

 :كالاتي  الدراسةالمعادلات المطلوبة لوصف النموذج قيد  
 معادلة الاستمرارية 2.2.1  

 
 عمى التؾالي . و  ىي مخكبات الدخعة باتجاه  و  حيث 

 معادلة الكهرومغناطيسية    

 
باتجاه  السؾلج السجال السغشاطيدي المدوجة الجيشاميكية لسائع ،   ، zٟ٘ وثافت اٌىٙشبائ١ت باحداٖ  حيث أن : 

x ،   مجال مغشاطيدي مدمط عمى القشاة باتجاه محؾرy   ،  كيخبائي باتجاه  مجال   المدوجة الكيشساتيةz 
 معادلة الحركة  

 
 :x باتجاه محورمعادلة الحخكة 

 

 :  y رؾ باتجاه محمعادلة الحركة 

 

 درجة الحخارة السظمقة ،  التعجيل الأرضي ،   ىي الكثافة ،  ىي الزغط ،  لؾقت ، ىي ا  حيث ان : 
 معامل التسجد الحخاري .  درجة الحخارة الابتجائية و 

 تبع ما يمي:ن و  ولتؾحيج السعادلتيؽ 

نحرل عمى السعادلتيؽ و بعج تبديط  xبالشدبة الى و السعادلة  yبالشدبة الى   نذتق السعادلة 
 السعادلة التالية :
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 التي تسثل معادلة الحخكة التي تتحكؼ بالسدألة.و 

 الذخوط الحجودية للسدألة: 2.2
 ان:ن الدخعة عشج جسيع الحجود في حالة الدكؾن أي الذخوط التي تتحكؼ في السدألة ىي ا 

  

 . الريغة اللابعجية3
بعج إيجاد السعادلات الأساسية التي تتحكؼ في السدألة نجج ان ىشاك صعؾبة في حل ىحه السعادلات بريغتيا       

ت و وضعيا في الحالة اللابعجية لغخض حل السعادلات التي تتحكؼ في السدالة و لتبديط صيغة السعادلاالحالية و 
  [11] .،[10]،[9] التالينجخل التعاريف اللابعجية 

 

 

 
 و عجد رالي عمى التؾالي .  يذيخ الى عجد بخانتجل  ، عجد ىارتسانPr    ،Ha  ،  Raان  حيث

 وبتعؾيض الريغ اللابعجية ستتحؾل السعادلات الأساسية الى الريغة اللابعجية وكسا يأتي:

 

      معادلة الاستسخارية اللابعجية  3-1 

 
     معادلة الحخكة اللابعجية  3-2 
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    .   بحيث

  Solve the Motion Equation . حل معادلة الحخكة4

، و ىحا معخوف و متبع لغخض تحؾيل معادلة   (Stream Function) سشقؾم باستخجام صيغة دالة الجخيان     
الحخكة بجلالة متغيخيؽ إلى معادلة الحخكة بجلالة متغيخ واحج، و ذلػ بتبديط معادلة الحخكة دون التأثيخ عمى عسؾميتيا 

 [13]،[12]وذلػ باستخجام التعخيف التالي  (ADI) الاتجاىات الستعاقبة الزسشية، و وضعيا ضسؽ اطار الحل بظخيقة 
: 

  

 ( وبعج التبديط نحرل عمى: معادلة ) بالتعؾيض في

 
 ومشيا نحرل عمى:

 
  وىحا يعشي أن  يداوي  ولأجل ان يكؾن الحل مسكشاً سشفخض بأن السجال السحتث الستؾلج 

 تربح بالذكل الاتي:  إذا معادلة 
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 نحرل عمى: وبعج تبديط معادلة 

 
 ومشيا نحرل عمى:

 
 ىحا يعشي : و

 
 

، (Vorticity)السرسسة لسعالجة السعادلات ذات الختبة الثانية سشقؾم باستخجام مفيؾم الجردورية  ADIولتظبيق طخيقة 
 :[12].وجعميا مؽ الختبة الثانية وذلػ باستخجام التعخيف التاليوذلػ بتخفيض رتبة السعادلة 

 
 نحرل عمى:  وبالتعؾيض في السعادلة 

 
 

الى معادلتيؽ الأولى سشقؾم بذظخىا  (ADI)طخيقة الاتجاىات الستعاقبة الزسشية باستخجام  ولحل السعادلة 
 كسا يأتي:  yوالثانية باتجاه السحؾر xباتجاه السحؾر 

 :  xاولاً: باتجاه محور 

 : [15]،[14]اٌفشٚلاث اٌّشوض٠ت ٌذ٠ٕا باسخخذاَ ص١غ
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 يشتج: نعؾض الريغ أعلاه في معادلة 

 
 يشتج: في  نزخب معادلة 

 

 يشتج :  نعؾضيا في السعادلة    ليكؽ

 
 نحرل عمى:  نعؾض في السعادلة   وليكؽ  

 
 وسيتؼ الحرؾل عمى:
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 ومشيا:

 
 :ومشيا نحرل عمى

 
 

 يشتج:عمى  نقدؼ السعادلة 

 
 نفخض إن:

  ,   ,    ,  

 نحرل عمى:  نعؾض الفخضيات في السعادلة 
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 وعميو يكؾن: 

    

         ,        

 ، و سيتؼ إيجاد الحل بظخيقة الححف لكاوس(Tri-Diagonal System)و بحلػ يتكؾن لجيشا نغام ثلاثي الأقظار 

 . عشج الدمؽ  )لحخكة ا، و حل ىحا الشغام يسثل حل السعادلة  [16]

 : yتجاه محورثانياً: با

 : [15]،[14]باسخخذاَ ص١غ اٌفشٚلاث اٌّشوض٠ت ٌذ٠ٕا

 

 
 يشتج: نعؾض الريغ أعلاه في معادلة 

 

 

 يشتج: في  نزخب معادلة 
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 يشتج :  نعؾضيا في السعادلة    ليكؽ

 
 

 نحرل عمى:  عؾض في السعادلة ن  وليكؽ  

 
 ومشيا نحرل عمى:

 

 
 وسيتؼ الحرؾل عمى:

 

 
 ومشيا نحرل عمى:
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 يشتج:عمى  نقدؼ السعادلة 

 

 
 نفخض إن:

  ,  ,      

 نحرل عمى:  نعؾض الفخضيات في السعادلة 

 
 وعميو يكؾن: 

 
                   

و سيتؼ إيجاد الحل بظخيقة الححف  ،(Tri-Diagonal System)و بحلػ يتكؾن لجيشا نغام ثلاثي الأقظار 
 . عشج الدمؽ  ، و حل ىحا الشغام يسثل حل السعادلة الحخكة [16]لكاوس

 

 . الشتائج و الاشكال:5

تؼ تظؾيخىا حدب عخوف السدألة مع  التيحل معادلة الحخكة التي تؼ الحرؾل عمييا مؽ الشسؾذج الخياضي و  بعج
الى معادلة مؽ الختبة الخابعة و لاجل استخجام طخيقة  حيث تحؾلتالذخوط الحجودية و باستخجام مفيؾم دالة الجخيان 

لغخض تؼ تخفيض رتبة السعادلة الى الختبة الثانية وذلػ باستخجام مفيؾم الجردورية  ADIية الاتجاىات الستعاقبة الزسش
استخجام الظخيقة السحكؾرة أعلاه ، و بعج تظؾيخ الخؾارزمية السشاسبة ليا باستخجام بخنامج فؾرتخان ، تؼ الحرؾل عمى 

ارتسان ، عجد رالي و عجد بخانجتل عمى الحخكة داخل و تاثيخ الباراميتخات  مثل عجد ى ئعالشتائج و التي تسثل حخكة السا
طفيف ججاً، كسا مبيؽ في الاشكال  ئعويلاحظ ان تاثيخ عجد رالي عمى حخكة الساالقشاة و كسا مؾضح في الاشكال . 
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ب(  يلاحظ ان عجد بخانجتل و عجد ىارتسان ليسا تاثيخ -٣أ( و)-٣ب( ، )-٢أ(، )-٢) ب(، ومؽ الاشكال-١أ( و)-١)
 داخل القشاة  ئععمى حخكة السا واضح

 

 

 

 

 

 

 

 

 ب(-١أ(                                       الذكل )-١الذكل )                   
 .السائع داخل قشاة في مشظقة البجاية والشياية عمى التؾالي ب( يسثل تأثيخ عجد رالي عمى حخكة-١أ( و)-١الاشكال )

 
 

 

 

 
 

 

 ب(-٢أ(                                      الذكل )-٢لذكل )ا                   
السائع داخل قشاة في مشظقة البجاية والشياية عمى  ب( يسثل تأثيخ عجد بخانتجل عمى حخكة-٢أ( و )-٢الاشكال )
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السائع داخل قشاة في مشظقة البجاية والشياية عمى  ب( يسثل تأثيخ عجد ىارتسان عمى حخكة-٣أ( و )-٣الاشكال )
 .التؾالي

 . الاستشتاجات6
تؾصمشا إلى انو وباستخجام بعض السفاليؼ الخياضية الستعمقة بخؾاص السؾائع مثل دالة  مؽ خلال ىحه الجراسة         

سظتيا تؼ تخفيض عجد الستغيخات لمسدألة وجعميا بجلالة متغيخ واحج فقط وبعج ذلػ استخجم مبجأ آخخ الجخيان والتي بؾا
وىي مؽ خؾاص السائع ايزاً لأجل تخفيض رتبة السعادلة التي تؼ الحرؾل عمييا  (Vorticity)وىؾ الجردورية 

ي تؼ فييا حل مدائل مذابية و بأساليب باستخجام مفيؾم دالة الجخيان وىحا الأسمؾب يختمف عؽ البحؾث الدابقة الت
قيؼ رالي بيؽ  تتأثيخ عجد رالي عمى حخكة الساء داخل القشاة قميل ججاً حيث تخاوحرياضية مختمفة و تبيؽ مؽ الشتائج أن 

تأثيخ عجد بخانتجل و عجد ىارتسان اوضح عمى حخكة و ب(. -١أ( و )-١وكسا مؾضح في الاشكال ) ٢١١١الى  ١١١١
و كسا مؾضح في  ٠١الى  ٥١و تخاوحت قيؼ ىارتسان بيؽ  ٠١الى  ٣١قيؼ بخانجتل بيؽ  تلقشاة حيث تخاوحالساء داخل ا

وتبيؽ أيزا مؽ الاشكال بأن الجالة الجردورية تتأثخ داخل . عمى التؾالي ب(-٣)وأ( -٣)،  ب(-٢أ(، )-٢الاشكال )
 القشاة عشجما يتغيخ عجد بخانتجل او عجد ىارتسان. 

 

 السرادر:
[1] P. D. Verma and J. L. Bansal, ―Flow of a viscous incompressible fluid between two parallel plates, one in uniform 

motion and the other at rest with uniform suction at the stationary plate,‖ in Proceedings of the Indian Academy of 

Sciences-Section A, Springer, 1966, pp. 385–396. 

[2] B. C. Bhuyan and G. C. Hazarika, ―Effect of magnetic field on pulsatile flow of blood in a porous channel,‖ Bio-

Sci Res. Bull, vol. 17, no. 2, pp. 105–112, 2001. 

[3] M. H. Taheri, ―The influence of magnetic field on the fluid flow in the entrance region of channels: 

analytical/numerical solution,‖ SN Appl Sci, vol. 1, no. 10, p. 1233, 2019. 

[4] F. S. Rasmussen, C. G. Klingaa, M. R. Sonne, and J. H. Hattel, ―Numerical Modelling of Heat Transfer using the 

3D-ADI-DG Method-with Application for Pultrusion.: Technical report,‖ 2019. 

[5] T. Mehta, R. Mehta, and A. Mehta, ―Oscillatory fluid flow and heat transfer through porous medium between 

parallel plates with inclined magnetic field, radiative heat flux and heat source,‖ International Journal of Applied 

Mechanics and Engineering, vol. 25, no. 2, pp. 88–102, 2020. 

[6] Z. A. Almishlih, ―Numerical solution of fluid flow in horizontal tube under effects of radiation field,‖ Open 

Access Library Journal, vol. 7, no. 5, pp. 1–12, 2020. 

[7] A. M. J.Jassim and A. S.J. Amen, ―Numerical Solution of Electromagnetic Problem MHD in a Polar 

Coordinates,‖ AL-Rafidain Journal of Computer Sciences and Mathematics, vol. 15, no. 1, pp. 23–34, 2021. 

[8] A. H. Ala’a, O. T. Al-Bairaqdar, and A. T. Hammodat, ―Numerical solution of energy equation in porous 

channels under effects of radiation field,‖ Iraqi Journal of Science, pp. 3620–3633, 2021. 

[9] H. E. Marcroft and M. V Karwe, ―FLOW FIELD IN A HOT AIR JET IMPINGEMENT OVEN‐PART I: A 

SINGLE IMPINGING JET,‖ J Food Process Preserv, vol. 23, no. 3, pp. 217–233, 1999. 



 Journal of Natural and Applied Sciences URAL                                            No: 6, Vol: 1\    \ 2024    

135 
 

[10] Y. Yang, Natural convective flow and heat transfer in vertical and inclined glazing cavities. University of 

Massachusetts at Amherst, 2003. 

[11] M. K. Goyal, Fluid Mechanics and Hydraulic Machines. PHI Learning Pvt. Ltd., 2015. 

[12] A. A. Hammodat and H. D. Saleem, ―Numerical solution of electromagnetic problem in horizontal porous 

medium.‖ 

[13] H. B. Wilson, L. H. Turcotte, and David. Halpern, Advanced mathematics and mechanics applications using 

MATLAB. Chapman & Hall/CRC, 2003. 

[14] A. ~R. Mitchell and D. ~F. Griffiths, The finite difference method in partial differential equations. 1980. 

[15] D. J. Duffy, ―Finite Difference Methods in Financial Engineering : A Partial Differential Equation Approach.‖ 

[16] B. Carnahan, H. A. Luther, and J. O. Wilkes, Applied numerical methods, Wiley New York., vol. 2. 1969. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


